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摘 要:采用模态基函数形式下的谱元法,对一类一维和二维交界面问题进行了数值计算研究。不仅考虑了具有间

断系数的方程,还涉及了右端带有奇性源项的方程。对于二维问题的数值计算,研究了四边形单元谱元法和三角单

元谱元法的离散格式。通过一些具有精确解的数值算例,验证了基于模态基函数谱元法求解交界面问题的可行性和

有效性。与其他数值方法相比,谱元法对于一维问题可以实现指数阶收敛精度,对于二维问题也得到了较高的计算

精度。
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0 引言

具有间断系数或者右端带有奇性源项的方程称

为交界面问题。这类问题起源于许多应用领域,例

如 2种不同材料或者相同材料在不同状态下物理机

制的研究 [1]。由于方程所含的奇性, 使得真解的光

滑性较差,甚至在求解区域内部会出现函数值间断

面。尽管在有限元、有限差分和有限体方法上,目前

已提出了不少有效的数值离散格式,但对于高精度

数值方法,如谱方法和径向基函数方法在这类问题

上的计算研究工作并不多见。Jung 等 [2] 提出了基

于最小二乘的 Legendre 谱配点法和径向基函数方

法来求解一维椭圆交界面问题。

对于谱方法或者拟谱方法,早期的工作 [3] 主要

集中在单个区域上的 Chebyshev 谱方法和 Fourier

谱方法。由于这些高精度方法本身在建立离散格式

时采用的基函数为定义在整个计算区域上的正交多

项式,因此对真解在求解区域上局部呈现奇性的问

题并不适用,对光滑性较差的函数的展开逼近具有

一定的局限性。另一方面, 由于本文所考虑的问题

真解在物理区域交界面处具有奇性,从而破坏了光

滑性,使得采用基于全局逼近的谱方法在进行数值

计算时得不到指数阶收敛精度。近年来, 不少计算

数学研究者致力于研究适用于多个区域上进行求解

的高精度方法。谱元法 (SEM) [4]正是在这种迫切需

求下产生的,它将有限元法的灵活网格剖分技术融

合于谱方法中,使得谱方法不再局限于整体逼近,对

问题的真解在局部区域上呈现不同性态时也可以进

行计算,同时保留指数阶收敛精度。谱元法不仅保

留了谱方法的高精度优势,同时具备了有限元法强

健的区域适应性。其基本想法是将求解区域剖分成

若干个互不重叠的子单元,在每个单元上采用谱方

法进行离散。同有限元法类似, 将单元刚度和质量

矩阵按一定的顺序集成总体刚度和质量矩阵,最后

求解离散得到的线性代数方程组。根据基函数的选

取, SEM分为 2种形式: 节点基函数 [5] 和模态基函

数 [6]。有别于选取 Gauss-Lobatto-Legendre (GLL)积

分节点或者 Chebyshev积分节点上建立的 Lagrange

多项式型节点基函数, 模态基函数是采用 Legendre

正交多项式和自然定义在三角区域上的 Dubiner正

交多项式 [7], 分别建立四边形单元谱元法 (QSEM)

和三角单元谱元法 (TSEM)。模态基函数相对于节

点基函数的优势在于,充分利用了基函数的正交性,

使得采用较少的计算量就可以有效地计算单元刚度

和质量矩阵,并且保证了高精度。

如果求解区域采用的网格剖分与问题给定的交

界面相吻合,使得真解具有奇性的区域落在网格单
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元之间的边界处,由于谱元法本身的逼近方式在单

元边界处的连续性仅为 C0,当真解在交界面处其导

数出现跳跃时,而离散格式恰好允许这样的非光滑

性,因此采用谱元法求解这类交界面问题可以得到

有效的数值结果。基于上述想法, 本文的主要工作

是通过一系列具有精确解的数值算例,采用模态基

函数形式下的谱元法进行求解交界面问题的数值实

验。对于二维问题,考虑了四边形单元和三角单元 2

种谱元法。选取的算例中既涉及具有间断系数的方

程又涉及右端带有奇性源项的方程。通过数值实验

发现,对于一维问题,可以得到具有指数阶收敛精度

的数值解,对于二维问题也得到了较为满意的数值

结果。

1 谱元法离散格式

1.1 一维问题

首先,考虑如下一维交界面边值问题

−∇ · (β∇u(x)) + ru(x) = f(x), x ∈ Ω+ ∪ Ω− (1)

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω (2)

式中: r 为常数; β 为分片常数。当 x ∈ Ω+ 时,

β = β+;当 x ∈ Ω−时, β = β−。

问题的弱形式为:寻找 u ∈ H1
0 (Ω),满足

(β∇u,∇v) + r(u, v) = (f, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω)

对求解区域 Ω 进行网格剖分 T ,记 Ωe 为网格

单元,满足 Ω =
⋃Nel

e=1
Ωe,

⋂Nel

e=1
Ωe = ∅。每个单元

Ωe上进行如下积分:

(β∇u,∇v) =
Ne∑
e=1

(βe∇ue,∇ve)

(u, v) =
Ne∑
e=1

(ue, ve), (f, v) =
Ne∑
e=1

(fe, ve)

将单元 Ωe变换至标准单元 Ωst = [−1, 1],那么可以

将上式中每个单元 Ωe 上涉及的积分转化为在 Ωst

上进行计算。假设在 Ωst 上,真解具有如下的 N 阶

多项式展开逼近:

ust(ξ) =
N∑

k=0

ûst
k ψk(ξ), −1 6 ξ 6 1

其中: ûst
k 为展开系数; ψk(ξ)为模态基函数,其

形式如下:

ψ0(ξ) =
1− ξ

2
, ψN (ξ) =

1 + ξ

2

ψk(ξ) =
1
2

k

2k + 1
φk−1(ξ), 1 6 k 6 N − 1

其中: φk(ξ) = Lk(ξ) − Lk+2(ξ); Lk(ξ) 为 Legendre

多项式。

采用高斯积分公式进行数值积分,最后得到展

开系数满足的如下线性代数方程组

Mu = F

其中: M 为由单元刚度和质量矩阵装配后得到总体

刚度和质量矩阵构成的系数矩阵, u为展开系数向

量, u = [ûe
k], k = 0, 1, · · · , N , e = 1, 2, · · · , Nel; F

为由右端项 fe(x)确定的已知向量。

1.2 四边形单元 (QSEM)

对于二维问题, 首先考虑在矩形求解区域

上采用四边形单元进行网格剖分, 即: Ω =⋃Nel

e=1
Ωe, Ωe = [xe−1, xe] × [ye−1, ye]。为了便于计

算,与一维问题相同,引入标准单元 Ωst = [−1, 1]2,

从而使得在离散过程中每个单元 Ωe 上所涉及的微

分和积分计算均可以在标准单元 Ωst上一致进行。

假设在 Ωst 上, 真解具有 N 阶多项式展开:

ust(ξ, η) =
N∑

i=0

N∑
j=0

ûst
i,jψi,j(ξ, η),其中 ûst

i,j 为展开系

数。采用四边形单元网格剖分的一大优点在于, 二

维模态基函数可以由一维基函数进行张量积得到,

ψi,j(ξ, η) = ψi(ξ)ψj(η),即 [3]:

ψ0,0(ξ, η) =
(1− ξ

2

)(1− η

2

)

ψ0,N (ξ, η) =
(1− ξ

2

)(1 + η

2

)





(3)

ψN,0(ξ, η) =
(1 + ξ

2

)(1− η

2

)

ψN,N (ξ, η) =
(1 + ξ

2

)(1 + η

2

)





(4)

ψi,0(ξ, η) =
(1

2
i

2i + 1
φi−1(ξ)

)(1− η

2

)

ψi,N (ξ, η) =
(1

2
i

2i + 1
φi−1(ξ)

)(1 + η

2

)

1 6 i 6 N − 1





(5)

ψ0,j(ξ, η) =
(1− ξ

2

)(1
2

j

2j + 1
φj−1(η)

)

ψN,j(ξ, η) =
(1 + ξ

2

)(1
2

j

2j + 1
φj−1(η)

)

1 6 j 6 N − 1





(6)
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ψi,j(ξ, η)=
(1

2
i

2i+1
φi−1(ξ)

)(1
2

j

2j+1
φj−1(η)

)
(7)

1 6 i, j 6 N − 1

充分利用 Legendre多项式的正交性,采用上述

基函数建立的单元 Laplacian算子矩阵和质量矩阵

具有如图 1所示的稀疏结构。

100

0

0

(a)  The element Laplacian matrix

100

100

0

0

(b)  The element mass matrix

100

图 1 QSEM 离散得到的单元 Laplacian 算子矩阵和质量矩
阵的稀疏结构,多项式阶数 N = 9

Fig. 1 Sparse structure of the elemental Laplacian and mass
matrices of QSEM with the modal bases of order N = 9

1.3 三角单元 (TSEM)

假设任意三角单元 Ωe 的 3 个顶点坐标为:

{(xA, yA), (xB, yB), (xC , yC)},单元 Ωe 上的积分运

算都可以通过如下坐标变换转化至参考三角单元

τ = {(ξ1, ξ2)| − 1 6 ξ1, ξ2; ξ1 + ξ2 6 0}上进行:

x =xA
(−ξ1 − ξ2

2

)
+ xB

(1 + ξ1

2

)
+

xC
(1 + ξ2

2

)
(8)

y = yA
(−ξ1 − ξ2

2

)
+ yB

(1 + ξ1

2

)
+

yC
(1 + ξ2

2

)
(9)

为了进一步计算方便,引入如下 Duffy变换 [8]

η1 = 2
1 + ξ1

1− ξ2

− 1, η2 = ξ2, −1 6 η1, η2 6 1 (10)

及其逆变换

ξ1 =
(1 + η1)(1− η2)

2
− 1, ξ2 = η2 (11)

首先,通过式 (8)、(9)将任意三角单元 Ωe 变换

至参考三角单元 τ ,再借助 Duffy变换,将参考三角

单元 τ 变化至标准单元 Ωst 上,进行数值积分等相

关计算 (见图 2)。

−1

−1

1

1

A

A

B

C

C

B

x

(a) (b)

Eqs.(8),(9)

y ξ2

ξ1

C C'

A B−1

−1

1

1

(c)

the Duffy’s
transform

η2

η1

图 2 任意三角单元 (a)变换至参考三角单元 τ (b),再变换至
标准单元 Ωst (c)进行数值积分

Fig. 2 Each triangular element (a) is mapped into the reference
triangular τ ; (b) then mapped into the standard element
Ωst; (c) finally all local operations are evaluated in Ωst

根据图 2(b) 标记的参考三角单元 τ 的顶点顺

序,给出如下三角单元的模态基函数 [3]:

ψA(η1, η2) =
1− η1

2
1− η2

2

ψB(η1, η2) =
1 + η1

2
1− η2

2

ψC(η1, η2) =
1 + η2

2





(12)

ψAB
i (η1, η2) =

1
2

i

2i + 1
φi−1(η1)

(1− η2

2

)i+1

(13)

1 6 i 6 N
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ψAC
j (η1, η2) =

(1− η1

2

)(1
2

j

2j + 1
φj−1(η2)

)
(14)

1 6 j 6 N

ψBC
j (η1, η2) =

(1 + η1

2

)(1
2

j

2j + 1
φj−1(η2)

)
(15)

1 6 j 6 N

ψInter
i,j (η1, η2) =

(1
2

i

2i + 1
φi−1(η1)

)(1− η2

2

)i+1

×
(1 + η2

2

)
P 2i+1,1

j−1 (η2) (16)

1 6 i, j 6 N, i + j 6 N

需要指出的是, Duffy变换是将标准单元 Ωst的

1 条边压缩至三角形的 1 个顶点。如图 2 所示, 边

CC ′ 通过变换后压缩至顶点 C,顶点 C ′ 退化,使得

数值积分时在 η2 方向上采用的 GLL积分节点在顶

点 C 处过于密集。如果在 η1 方向上采用 GLL积分

节点,而在 η2方向上采用 Gauss-Radau积分节点,那

么顶点退化的问题不会对数值积分引入奇性。

最后,图 3给出了单元 Laplacian算子矩阵和质

量矩阵的稀疏结构。

2 数值实验

选取一系列带有间断系数或奇性源项的交界面

问题,采用模态基形式下的谱元法来进行数值离散

求解,通过计算结果来验证谱元法求解这类问题的

可行性和高效性。所有运算均借助Matlab 7数学软

件得以实现,计算过程中所涉及的三角单元网格由

Matlab自带的 PDE工具箱生成。

算例 1 首先,考虑如下一维交界面问题,方程

具有间断系数且右端项含有奇性源 Dirac函数 [2]

(βux)x + u = f + µδ(x− α), x ∈ (0, L) (17)

u(0) = u(L) = 0 (18)

精确解为

u(x) =





C1 cos(xγ−) + C2 sin(xγ−) + 1

x ∈ (0, α)

C3 cos(xγ+) + C4 sin(xγ+) + 1

x ∈ (α, L)

(19)

式中: γ− = 1/10; γ+ = 1/
√

10; α =
√

10π/6;

L =
√

10π/2; β− = 100; β+ = 10; f = 1; Ci 可

以由齐次 Dirichlet 边界条件和真解在交界点处导

数值的跳跃条件确定。该问题的真解 u(x) ∈ C0,

其一阶导数在 x = α 处具有奇性: [βux]|x=α =

β+ux(α+) − β−ux(α−) = −µ。如果直接采用基于

全局逼近的谱方法进行离散求解,则数值解会在交

界点处出现振荡。

取 µ = 10, −10进行数值实验。表 1和表 2列

出了 L2 误差随着选取不同的多项式展开阶数 N 和

子区域个数 Nel 时的变化趋势,并且与文献 [2]中采

用的最小二乘 Legendre谱配点法 (LCM)得到的数

值结果进行对比。从表中数据可以发现, 对该一维

交界面问题, 当采用较少的未知量个数时, SEM 得

到了更高的精度,同时实现了指数阶收敛速度。图 4

和图 5分别呈现了 µ = 10, −10时,得到的数值解和

节点上的误差,这里取 Nel = 2, N = 10。

0

150
0 150

(a) The element Laplacian matrix

0

150
0 150

(b) The element mass matrix

图 3 TSEM离散得到的单元 Laplacian算子矩阵和质量矩阵的稀疏结构,多项式阶数 N = 14

Fig. 3 Sparse structure of the elemental Laplacian and mass matrices of TSEM with the modal bases of order N = 14
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表 1 LCM和 SEM离散得到的 L2 误差对比, µ = 10,算例 1

Tab. 1 Comparison of the L2 norm errors for LCM and SEM with µ = 10, Example 1

节点个数 LCM[2] N
SEM

Nel = 2 Nel = 4 Nel = 6

4 5.83× 10−4 3 4.65× 10−6 3.48× 10−7 4.89× 10−8

6 2.63× 10−6 5 7.11× 10−9 1.36× 10−10 8.75× 10−12

8 5.09× 10−9 7 6.56× 10−12 3.20× 10−14 1.53× 10−15

10 5.50× 10−12 9 4.22× 10−15 1.22× 10−15 1.21× 10−15

表 2 LCM和 SEM离散得到的 L2 误差对比, µ = −10,算例 1

Tab. 2 Comparison of the L2 norm errors for LCM and SEM with µ = −10, Example 1

节点个数 LCM[2] N
SEM

Nel = 2 Nel = 4 Nel = 6

4 7.28× 10−4 3 7.72× 10−6 4.40× 10−7 6.12× 10−8

6 3.18× 10−6 5 1.19× 10−8 1.73× 10−10 1.06× 10−11

8 6.09× 10−9 7 1.11× 10−11 4.05× 10−14 3.32× 10−15

10 6.54× 10−12 9 7.57× 10−15 3.30× 10−15 3.15× 10−15
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图 4 SEM计算得到的数值解和节点误差, µ = 10, Nel = 2,
N = 10,算例 1

Fig. 4 The numerical solution and pointwise errors of SEM with
µ = 10, Nel = 2, N = 10, Example 1
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图 5 SEM计算得到的数值解和节点误差, µ = −10, Nel = 2,
N = 10算例 1

Fig. 5 The numerical solution and pointwise errors of SEM with
µ = −10, Nel = 2, N = 10, Example 1

算例 2 考虑如下定义在 Ω = (0, L)× (0, 1)上

的二维交界面问题 [2]

(βux)x + uyy + (1 + π2)u =

sin(πy)(1− µδ(x− α)) (20)

u = 0, (x, y) ∈ ∂Ω (21)

精确解为:

u(x, y) = sin(πy)×



C1 cos(xγ−) + C2 sin(xγ−) + 1, x ∈ (0, α)

C3 cos(xγ+) + C4 sin(xγ+) + 1, x ∈ (α, L)

其中: β−、β+、γ−、γ+、α、L、Ci 的值与算例 1中

相同。

取 µ = 10进行数值测试,将求解区域Ω剖分为
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2个子区域 [0, α] × [0, 1], [α, L] × [0, 1],采用 QSEM

进行数值离散。在表 3 中, 将其求解得到的 L∞ 和

L2误差与 LCM[2]进行了对比。由于 LCM的微分矩

阵条件数随着配点个数的增加而增长得非常迅速,

使得精度严重受到舍入误差的影响,而本文采用的

QSEM可以达到计算机的容忍精度。

表 3 LCM[2] 和 SEM 离散得到的 L∞ 和 L2 误差对比,
µ = 10,算例 2

Tab. 3 Comparison of the L∞ and L2 norm errors for LCM and
SEM with µ = 10, Example 2

节点

个数

LCM[2]

N
QSEM

L2 L∞ L2

2 2.75× 10−3 2 8.82× 10−5 1.64× 10−4

4 7.70× 10−6 4 1.02× 10−6 1.52× 10−6

6 1.67× 10−8 6 7.25× 10−9 1.05× 10−8

8 2.12× 10−11 8 3.47× 10−11 4.95× 10−11

— — 10 1.19× 10−13 1.68× 10−13

— — 12 1.06× 10−15 9.73× 10−16

— — 14 7.91× 10−16 8.66× 10−16

算例 3 考虑如下二维交界面问题 [9], 采用

TSEM进行数值求解

∇ · (β∇u) = f, (x, y) ∈ Ω = [−1, 1]2 (22)

[u] = 0, (x, y) ∈ Γ (23)

[∇u · n] = µ, (x, y) ∈ Γ (24)

u = g, (x, y) ∈ ∂Ω (25)

其中: 交界面为曲线 Γ = Ω− ∩ Ω+, Ω− =

{(x, y)|r 6 R, r =
√

x2 + y2}, Ω+ = [−1, 1]2/Ω−。

此外, [∇u ·n] = ∇u− ·n−+∇u+ ·n+, n±为Ω±的

单位外法向量。

精确解为:

u(x, y) =





γα/β−, r 6 R

γα

β+
+

( 1
β−

− 1
β+

)
γα

0 , r > R

其中: α = 3, r0 = 1/2, R = 1/2。f, µ和 g可以由精

确解代入方程推导得到。

间断系数 β 选取如下 4 组值进行数值测试:

(1) β+ = 103, β− = 1; (2) β+ = 106, β− = 1; (3)

β+ = 1, β− = 103; (4) β+ = 1, β− = 106。该算例的

求解困难之处在于 β+/β− 的取值非常小或非常大。

表 4列出了当多项式展开阶数取为 N = 4,对应不

同大小的三角单元网格剖分, TSEM数值计算得到

的 L∞和 L2误差,其中 h记为所有三角形单元的直

径最大值。从表中数据可以发现,对于上述给出的 4

种间断系数选取,无论 β+/β− 的值非常大还是非常

小, TSEM均得到了具有相同数量级的精度,对参数

的选取并不敏感。图 6展示了 β+/β− = 10−6, 106

时的数值解。

算例 4 最后, 考虑如下定义在 Ω = [−1, 1]2

上, 同时具有间断变系数以及右端奇性源项的问

题 [10]

∇ · (β(x, y)∇u) = f(x, y)+

C

∫

Γ

δ(x−X(s))δ(y − Y (s))ds (26)

表 4 TSEM离散得到的 L∞ 和 L2 误差,算例 3

Tab. 4 The L∞ and L2 errors of TSEM, Example 3

h
β+ = 103, β− = 1 β+ = 106, β− = 1

L∞ L2 L∞ L2

1/8 1.79× 10−3 9.54× 10−4 1.79× 10−3 9.54× 10−4

1/16 5.88× 10−4 3.30× 10−4 5.89× 10−4 3.30× 10−4

1/32 1.70× 10−4 9.76× 10−5 1.71× 10−4 9.77× 10−5

1/64 4.27× 10−5 2.46× 10−5 4.27× 10−5 2.46× 10−5

h
β+ = 1, β− = 103 β+ = 1, β− = 106

L∞ L2 L∞ L2

1/8 1.17× 10−3 1.09× 10−3 1.17× 10−3 1.09× 10−3

1/16 3.87× 10−4 3.53× 10−4 3.87× 10−4 3.54× 10−4

1/32 1.12× 10−4 1.01× 10−4 1.12× 10−4 1.01× 10−4

1/64 2.80× 10−5 2.50× 10−5 2.80× 10−5 2.51× 10−5
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图 6 β+/β− 取值非常小和非常大时, TSEM计算得到的数值解,算例 3
Fig. 6 The numerical solutions of TSEM with the very small and big ratio β+/β−, Example 3

式中, f(x, y) = 8r2 + 4并且

β(x, y) =





r2 + 1, r 6 1/2

b, r > 1/2

精确解为:

u(x, y) =





r2, r 6 1/2
(
1− 1

8b
− 1

b

)
/4 +

(r4

2
+ r2

)
/b+

C log(2r)/b, r > 1/2

及其满足的 Dirichlet边界条件。

表 5列出了 b = 10, C = 0.1和 b = −3, C = 0.1

时,采用 TSEM计算得到的 L∞ 和 L2 误差,图 7所

示为对应 2组参数取值的数值解。

数值结果表明,采用 TSEM求解同时具有间断

变系数和奇性源项的交界面问题是可行有效的,得

到了不错的数值结果。需要指出的是对于第二组参

数值,由于 b = −3 < 0,问题本身并不是典型的椭圆

方程,给求解带来一定的难度,然而还是得到了有效

的计算精度。

表 5 TSEM离散得到的 L∞ 和 L2 误差,算例 4

Tab. 5 The L∞ and L2 errors of TSEM, Example 4

h
b = 10, C = 0.1 b = −3, C = 0.1

L∞ L2 L∞ L2

1/4 1.18× 10−2 8.01× 10−3 1.75× 10−2 1.42× 10−2

1/8 5.89× 10−3 5.43× 10−3 1.43× 10−2 1.44× 10−2

1/16 4.54× 10−3 4.86× 10−3 1.35× 10−2 1.48× 10−2

1/32 4.07× 10−3 4.61× 10−3 1.32× 10−2 1.49× 10−2

1/64 3.92× 10−3 4.52× 10−3 1.31× 10−2 1.46× 10−2
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图 7 TSEM计算得到的数值解,算例 4
Fig. 7 The numerical solutions of TSEM, Example 4
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3 结 语

本文对采用模态基函数形式下的谱元法求解交

界面问题进行了数值实验。对于二维问题的网格剖

分, 不仅考虑了四边形单元还考虑了三角单元。选

取一系列具有间断系数和右端带有奇性源项的交界

面问题来验证谱元法的计算效果。数值结果表明,

谱元法对于交界面问题的求解是可行并且有效的,

对于一维问题实现指数阶收敛精度,对于二维问题

也得到了较为理想的计算精度。
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A Numerical Study of The Modal Bases Spectral Element Method for
Solving Interface Problems
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Abstract: The numerical solution of one and two dimensional interface problems using the modal bases spectral element method

(SEM) was studied. Equations with the discontinuous coefficient or singular source were concerned. For two dimensional cases, the

implementations of the quadrilateral element (QSEM) and the triangular element (TSEM) were both investigated. Several numerical

examples with exact solutions were provided to illustrate the feasibility and effectiveness of the modal bases SEM. Compared with other

numerical results, exponential accuracy was regained for the one dimensional case, and better accuracy was also obtained for the two

dimensional case.
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